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Lésungen zur Ubungsserie: Grenzwerte von Funktionen

1. Grenzwerte folgender Funktionen:

co7—a3 9 z—3)(—22=32-9) _ 1. —
R L e
lim 2400 lim E=202) = iy 242 — 4

p—o T2=3x+2" ;5 (z—2)(z—1) T ;521

lim fane — iy 1 hn(l)si% =1-1=1 (siehe 1.(d))
Tr—>

250 750 COST
lim l-sinz _9
oz cosw

Regel von L‘Hospital:
Fiihrt der Grenzwert eines Quotienten auf einen unbestimmten Ausdruck:

fz) 0

i - [0.9)
xll)ngo 9@ =0 oder 55
dann bleibt der Grenzwert erhalten, wenn man Zahler- und Nennerfunktion ableitet.

(@)

lim S22 — iy €52 — ]
x—0 * z—0 |
D.h., der Sinus verhélt sich um die 0 wie die Funktion y = .

2. Links- und rechtsseitigen Grenzwerte ( lim N2 lim y):
—x0—

T

Wenn im Folgenden 40 oder —0 eingesetzt wird, sollen damit winzig kleine positive oder negative
Zahlen gemeint sein und mit +0o oder —oo riesen grofie positive oder negative Zahlen.

(a)

1
lim et-+? =e=0 = e > = 5 = +0 (Anndherung an 0 von oben)

fz)=——anz=
14371
lim L =1 -1 _—1_ 10 (vonoben
z—140 1+3ﬁ 1+3% 143Fe0 > ( )
lim L -1 = T 3}—00 = ﬁ = 1 (Annédherung von unten)
z—1-0 1437—T1 1+3=0 +
f(z) = ‘iih czanz = —1
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\iﬁl - = _?;Zrll) - T firer< -1 ={ —zx firz < —1
nicht definiert fiir z = —1 nicht definiert fiir x = —1
i e N b —
:p—l>l—nll+0 ot 1] F xllflf+0x 1
. o4+l _ . . _
x~l>lfnllf() |z+1] v xllj{lfo( :I:) 1
3. Unstetigkeitsstellen:
(a) |y = 11__|i|
e _ =z firx >0 )1 fir x >0
1—|z] 1—1(_—9695) firz <0 % firz <0
i -z _ oy Loz 2 _
:E~>17nll+0 1—|z| x~>171+0 14z +0 +oo 10
. 11—z . -z _ 2 _ 7.5
xllfnllf() 1—z] — xllfnllf[) Ea 5
. .5
d.h., Polstelle an x = —1 und Liicke an x = 1, weil
dort der linksseitige und rechtseitige Grenzwert iiber- -2 s o5 !
einstimmt (= 1). Wihrend die Polstelle eine nicht heb- .5
bare Unstetigkeit ist, kann man durch Hinzunahme -7.5
des Punktes (1,1) die Liicke beheben. .10

sinz

Yy="2"

Der Grenzwert an der nicht definierten Stelle x = 0 existiert und ist 1 (s
hat diese Funktion an x = 0 eine Liicke, d.h. eine hebbare Unstetigkeit.

iche 1.(d)). Damit

. 0.
sinz fis
Die Funktion y = z e 70 0/6
1 firz=0 4
ist iiberall stetig. 2
15 A0 \5 5/ 1¢ 15
oo
-0.4
2 1 . 4
y = 25 = 1+ 117 (Polynomdivision)
+2 _ 1 Ip—
x _ T ) A
e e+ = Fo = 0 - 4
+2 1 __
Iy T S0 T T -2
-4
Die Funktion hat an x = —1 eine Polstelle.

Ihr Bild erhilt man, indem man die elementare Grundfunktion y = 316

um eine Einheit

nach links und eine Einheit nach oben schiebt. (sieche rationales Skizzieren von Funktionen

- Ubungsserie Elementare Funktionen Aufgabe 7.)
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||
(d) ly=z-27=
8
" 2x firz >0 .
nicht definiert fiir z =0 4
. 1zl . 2
Iim 2-2% = lim 22 =0
z—+0 z—+0
ol 4 2 2 4
lim z-2%= = lim %sz 2
z——0 r——0

Die Funktion hat an x = 0 eine Liicke.

Lésungen zur Ubungsserie: Rationale Funktionen

1. Der qualitative Verlauf einer ganzrationalen Funktion lésst sich aus der Art und Lage der Null-
stellen und dem Vorzeichen vor der hochsten Potenz ermitteln:

(a) |y =2* — 423 — 322 + 18z | = (x — 3)%(x +2)x = 20 + - -

Nullstellen: x1 2 = 3 (doppelte Nullstelle), 3 = —2, x4 = 0 (einfache Nullstellen)

50
40
30
20
)
-4 - 2 4
Ao

) |y=@*—D@+1)|=(e-)(=+1)>=a>+ -

x1 =1 (einfache Nullstelle), 23 = —1 (doppelte Nullstellen)

=

TNy

) P [

x12 = 0 (doppelte Nullstelle), x3 = 3, x4 = —3 (einfache Nullstellen)
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30
20
10
-2 2 4

y = —4x3 + 2022 4 53z + 21

Suche nach Nullstellen:

y(0) =21, y(1) =90, y(—1) = —8 = zwischen —1 und 0 muss mindestens eine Nullstelle
liegen, weil die Funktion {iberall stetig ist und dort ihr Vorzeichen wechselt. Wéahle die
Intervallmitte: y(—%) = 0. Damit ist dies eine Nullstelle. Das Polynom ist durch den Term
(r—Nullstelle) teilbar. Durch Polynomdivision kann man nun einen quadratischen Term
abspalten, dessen Nullstellen sich nach der bekannten Lésungsformel berechnen lassen.
(423 +202? + 53z +21): (v +3) = —4da? + 222 +42 = 20=7, x3=—3

y = —42% + 2022 +53v + 21 = —4(z - T)(z + L) (z + 3)

Der Koeffizient vor der hochsten Potenz (—4) ist negativ. Damit verlduft diese kubische
Funktion entgegengesetzt zu der aus Beispiel (b).
300

200

100

-2 2 4 6
-100

2. Grobstruktur gebrochen rationaler Funktionen

(a)

_ z+1
y= (z+3)(z—2)

Nullstellen: z = —1
Polstellen: x = -3, x =2

Grenzwerte an den Randern des Definitionsbereiches:
: x+1 _ —2 _
L e = GO — T

. z+1 _ —2 _
L ey = o) —

lim z+1
z—240 (@+3)(z—-2)

3 _
B)(F0) — T

: z+1 _ 3 _
L GrneTy = mo —

lim = 0 (von oben)
T— 00
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lim =0 (von unten)
Tr——00

Asymptote: Fiir z — oo nihert sich die Funktion an y = 0 an.

6
4
2
- -2 2 4
-2
-4
-6
|
(b) |y =5
Nullstellen: 1 =1, 1 = —1
Polstellen: x, = 0
; 21 _ =1 _ : 21 _ =1 _
IEIRO%—E——OO xlinlloxlr =5 = 1>

Asymptotisches Verhalten:

:1:22;1 _ % T — % =Asymptote + Rest

lim ’”2271 : Rest — 40, d.h. y néhert sich von oben der Asymptote an.
x—+oo T
lim % : Rest — —0, d.h. y ndhert sich von unten der Asymptote an.
r——00
2
-3 - - 1 2 3
-2
-4
2)(z—1)(z—3
© [y= B2
Nullstellen: x1 = =2, 2o =1, xz3=3
Polstellen: x, = 2
o (a2)(e—1)(e=3) _ —12 _ iy EF2)(@-D(@-3) _ —12 _
ng}ro (z—-2) =70 T ™ IEQEO (z—2) =—g =1t
y = (a:+2)g:;g(x73) _ x3_2§2_—25m+6 —z2_5_ ﬁ = Asymptote + Rest
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lim Rest = —0 =  Anniherung von unten an y4 = 2> — 5
Tr—00

lim Rest =40 = Anniherung von oben an y4 = 2> — 5

rT——00
40+
y
Vi
» N 20t y 7
P Z
-4 S ZE=—r_--"2 4 6
-20¢
3_3r—

=51

_ o 23-3z—2 _ (z=2)(z+1)? _ (2—2)(x+1) _ 10 o
Y= 23m1 = @@y —  a-1 - =3+ fire# 1
Nullstellen: xy = 2
Liicken: zy, = —1, lim1 =

T——

Polstellen: x), = 4

; 3-3z-2 _ i (@=2)(z+1) _ 10 _
o e

; 3-3r—2 _ i (@=2)(z+1) _ 10 _
Jlim ey = lim T = g = oo

Asymptote: y4 = x + 3, der Rest: % ist fir x — 400 positiv (+0), so dass sich die

Funktion von oben an die Asymptote annihert. Er ist fiir z — —oo negativ (—0), so dass
sich die Funktion von unten an die Asymptote annéhert.

25
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